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横向各向同性介质和斜方介质

各向异性参数的约束条件

李　磊，郝重涛
中国地震局地质研究所地震动力学国家重点实验室，北京　１０００２９

摘　要　Ｔｈｏｍｓｅｎ提出的横向各向同性（ＴＩ）介质各向异性参数（α０、β０、ε、δ、γ）是各向异性理论研究和实际资料处

理中的常用参数，Ｔｈｏｍｓｅｎ参数的取值必须符合物理学定律和实际地学情况，随意的取值可能导致无意义乃至错

误的结果．本文根据热力学定律和弹性常数的物理意义，结合大量的实测数据，提出常见ＴＩ介质的Ｔｈｏｍｓｅｎ参数

需要满足以下约束条件：１／４＜犳＝１－β０
２／α０

２
＜１；ε＞－犳／２；１／２犳－１＜δ＜２（１／犳－１）；－１／２＜γ＜（１＋２ε）／４（１－

犳）－１／２．Ｔｈｏｍｓｅｎ参数ε、δ、γ的取值区间主要受Ｐ、Ｓ波参考速度比β０／α０ 的约束，其值可正可负，实测参数中ε和

γ正多负少；δ、γ、β０／α０ 的取值范围都有上下界，而ε没有上限；γ与ε正相关且取值上限受到ε的限制；ε、γ与δ之间

不存在明显的约束．鉴于椭圆各向异性介质和薄互层等效ＴＩ介质在实际应用中的普遍性，专门给出了这两种介质

各向异性参数的附加约束条件．一些在实际资料中可观测到的Ｐ波特殊偏振方向和ＳＶ波三叉现象也能为各向异

性参数提供额外的约束．之后，我们将ＴＩ介质弹性常数和各向异性参数的约束条件扩展到对正交各向异性介质弹

性常数和各向异性参数的约束．本文提出的各向异性参数约束条件简单实用，为各向异性理论研究和数值模拟中

参数的选择提供依据，为实际资料的各向异性参数反演提供约束，既能避免出现无物理意义的研究结果，又能加速

反演的搜索过程，提高生产效率，具有理论指导意义和实际应用价值．
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１　引　言

横向各向同性（ＴＩ，ＴｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙＩｓｏｔｒｏｐｉｃ）介

质属于各向异性介质中对称性最高的六方对称系

（ＨｅｘａｇｏｎａｌＳｙｍｍｅｔｒｙ），拥有一个旋转主对称轴和

无数个对称面［１，２］．完全描述ＴＩ介质的弹性性质需

要５个独立的弹性常数，即犆１１、犆１３、犆３３、犆５５和犆６６．

与低对称系介质相比，ＴＩ介质的独立弹性常数较

少，理论公式相对简单，加上ＴＩ介质在实际地学问

题中很常见，许多岩石和矿物本身就具有内在 ＴＩ

各向异性［３～７］，周期性薄互层和定向排列的晶体、裂

隙或孔隙也会诱发长波长等效ＴＩ各向异性
［８～１１］，

考虑ＴＩ各向异性对改善成像质量、鉴别岩性、推断

裂隙或孔隙优势方向和孔隙度等有重要价值，因此，

关于ＴＩ介质的理论、实验和数值研究在过去的二

十几年里蓬勃发展，基于ＴＩ各向异性假设的资料

处理解释已经成为一种常规手段［１２］．

无论是理论和数值研究，还是实际资料反演，都

涉及到各向异性参数具体数值的选取．需要注意，各

向异性参数的选取并不是任意的，而是必须有物理

意义且符合实际介质情况的．基于不恰当的各向异

性参数得出的结果是缺乏事实根据的，甚至是错误

的．然而，这个问题并没有引起足够的重视，导致在

一些文献中出现了不恰当的研究结果．例如，文献

［１３］在图１．１中研究了不同各向异性参数
［３］条件下

的Ｐ波波前形状，其中Ｔｈｏｍｓｅｎ参数ε和δ的取值

范围为－０．６到１．０，而实际上这两个参数必须大于

－０．５
［１４］．低于－０．５的ε意味着弹性常数犆１１ 小于

零，沿狓１轴方向的Ｐ波速度为虚数；低于－０．５的δ

意味着弹性常数犆１３ 为复数，导致某些方向体波速

度为复数．这两种情况对完全弹性的各向异性介质

来说都是不可能的，具有实际物理意义的弹性常数

矩阵，所有分量必须是实数，且所有对角项非

负［１，２］．另一个例子是文献［１５］中图２采用的各向异

性参数（α０＝４ｋｍ／ｓ，β０＝２．９ｋｍ／ｓ，ε＝－０．４９，

０２８２
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δ＝－０．２４，ρ＝３．０５ｇ／ｃｍ
３），如果将这些参数转换

成弹性常数，那么各分量分别为犆１１＝０．９８ＧＰａ，犆１３

＝－２５．７±２．５ｉＧＰａ，犆３３＝４８．８ＧＰａ，犆５５＝２５．７

ＧＰａ，其中犆１３为复数．基于这一组错误的各向异性

参数，文献［１５］的图２ｂ中出现了随相角单调下降的

ＳＶ波相速度和群速度曲线．而事实上，除了在椭圆

各向异性情况下ＳＶ波速度与方向无关外
［３］，其他

情况下的ＳＶ波相速度和群速度曲线都不可能单

调．ＳＶ波相速度曲线应该是先下降后上升，或者先

上升后下降［１６］，群速度曲线的变化更加复杂．因此，

文献［１５］中对ＳＶ波相速度和群速度单调性的讨论

有误．由此可见，了解ＴＩ介质各向异性参数的正确

取值范围是非常有必要的．一组简单实用的各向异

性参数约束条件对实验室超声测量和野外地震观测

数据的各向异性反演也非常有用，一方面可以避免

出现无物理意义的反演结果，另一方面有助于加速

反演的搜索过程．

关于ＴＩ介质弹性常数和各向异性参数的约束

条件，许多文献已经有所涉及．例如，Ａｕｌｄ
［１］和

Ｍｕｓｇｒａｖｅ
［２］根据介质的稳定性条件推导了弹性常

数的限制条件；Ｂａｃｋｕｓ
［８］、Ｂｅｒｒｙｍａｎ

［９］、Ｓｃｈｏｅｎｂｅｒｇ
［１０］、

Ｂｅｒｒｙｍａｎ等
［１１］讨论了薄互层等效 ＴＩ介质弹性常

数的取值范围；Ｓｃｈｏｅｎｂｅｒｇ和ｄｅＨｏｏｐ
［１７］在推导

ＴＩ介质慢度分量解析表达式时假设 ｍａｘ（犆５５，犆６６）

＜ｍｉｎ（犆１１，犆３３）；Ｖａｖｒｙｃｕｋ
［１８］、Ｔｈｏｍｓｅｎ和Ｄｅｌｌｉｎｇｅｒ

［１９］

在讨论ＳＶ波波前三叉现象时假设犆５５＜犆１１，犆５５＜

犆３３，犆１３＋犆５５＞０；李磊
［１４］在讨论 Ｔｈｏｍｓｅｎ线性近

似公式的适用范围时指出，有物理意义的各向异性

参数ε和δ必须大于－０．５．以上结果只是在讨论其

它问题时顺带提及，而不是专门的、全面的研究．对

ＴＩ介质各向异性参数约束条件研究得较为系统的

是文献［１５］和［２０］，但是前者根据Ｐ波和ＳＶ波的

相速度大于零推导出的２９组复杂的限制条件（见其

附录）不仅形式复杂不便使用，而且错误较多；后者

是对过去文献中相关结果的简单总结，给出的限制

条件较为宽泛．本文的目的是提出一套形式紧凑、范

围适当的ＴＩ介质各向异性参数约束条件，能方便

应用于理论研究、数值模拟和实际资料正反演．在下

面的小节中，本文首先根据介质稳定性条件对弹性

常数的物理约束，以及理论研究和实际观测对弹性

常数的经验约束，推导出一组关于各向异性参数的

不等式，然后利用实测参数对本文提出的不等式组

进行验证，最后，针对一些特殊的ＴＩ各向异性和特

殊现象，给出了相应的各向异性参数约束条件．

２　对弹性常数的物理约束

能量守恒定律是最基本的物理学定律之一，介

质的稳定存在和状态变化都必须符合能量守恒定

律．取介质的零应变状态为参考，假设介质在外力作

用下发生应变，那么无论应变多么微小，能量守恒定

律要求其应变势能大于零，这是介质能够稳定存在

的充要条件［１，２］．对ＴＩ介质，这一稳定性条件等价

于要求弹性常数矩阵

犆犐犑 ＝

犆１１ 犆１２ 犆１３

犆１２ 犆１１ 犆１３

犆１３ 犆１３ 犆３３

犆５５

犆５５

犆

烄

烆

烌

烎６６

（１）

为正定矩阵（其中犆１２＝犆１１－２犆６６）．犆犐犑 为正定矩阵

的充要条件是所有顺序主子式都大于零，由此可得［１，２］

犆１１ ＞犆６６ ＞０；犆５５ ＞０；犆３３（犆１１－犆６６）＞犆
２
１３．（２）

下面我们将证明，上述不等式足以保证Ｐ波和ＳＶ

波的相速度在任意方向都大于零．

ＴＩ介质中Ｐ波和ＳＶ波的相速度精确表达式

为［１～３，１２］

ρ狏
２
＝
１

２
（犆１１狊２θ＋犆３３犮２θ＋犆５５±

（犆１１狊
２
θ－犆３３犮

２
θ＋犆５５犮２θ）

２
＋（犆１３＋犆５５）

２狊２２槡 θ），（３）
式中ρ为密度，狏为相速度，θ为相角，狊θ 表示ｓｉｎθ，

犮２θ表示ｃｏｓ２θ（依此类推）．根号前正号对应Ｐ波，负

号对应ＳＶ波，可见ＳＶ波相速度不会高于Ｐ波相

速度．

要证明Ｐ波和ＳＶ波的相速度大于零，只需证

明它们所有的极值点大于零．在相速度极值点处，式

（３）对θ的导数为零，由此可得：

当

狊２θ ＝

０

犆１３＋２犆５５－犆３３
２犆１３＋２犆（ ）５５ －犆１１－犆３３
烅

烄

烆 １

（４）

时，Ｐ波相速度极值为

ρ狏
２

Ｐ＝

犆３３

犆１１犆３３－（犆１３＋２犆５５）
２

犆１１＋犆３３－２（犆１３＋２犆５５）

犆

烅

烄

烆 １１

（５）

当

１２８２
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狊２θ ＝

０

犆１３＋犆３３
犆１１＋２犆１３＋犆３３
烅

烄

烆 １

（６）

时，ＳＶ波相速度极值为

ρ狏
２

ＳＶ ＝

犆５５

犆１１犆３３－犆１３
２

犆１１＋２犆１３＋犆３３
．

犆５５

烅

烄

烆 ．

（７）

由于ＳＶ波相速度不会高于Ｐ波相速度，因此只需

要证明ＳＶ波的相速度极值大于零．由不等式（２）

可知

犆５５ ＞０，

犆１１犆３３ ＞犆
２
１３，

犆１１＋２犆１３＋犆３３ ＞犆３３
－１（犆１３＋犆３３）

２
≥０．

（８）

上式中第三个不等式的推导利用了第二个不等式．

由式（８）可知式（７）中ＳＶ波相速度平方的所有极值

（包括极小值）都大于零，因此任何方向的ＳＶ波相

速度都必定大于零．由此可见，不等式（２）足以保证

Ｐ波和ＳＶ波的相速度大于零．文献［１５］根据ＳＶ波

相速度大于零来推导各向异性参数的约束条件，最

终给出了２９组复杂的不等式作为各向异性参数的

约束条件，不仅形式过于复杂，不利于使用，而且有

些条件式与不等式（２）相悖，这样的介质违背物质稳

定性条件，无法稳定存在．

３　对弹性常数的经验约束

理论上，只要 ＴＩ介质的弹性常数满足不等式

（２），那么该介质的存在就是可能的．但是，实际介质

（尤其是地学介质）弹性常数的取值范围远小于式

（２）给定的范围．根据弹性常数各分量的物理意义，

本文提出以下经验性约束条件：

０＜２犆６６ ＜犆１１，

０＜犆１３ ＜ｍｉｎ（犆１１，犆３３），

０＜犆５５ ＜
３

４
ｍｉｎ（犆１１，犆３３）．

（９）

在下面的段落中我们将逐个讨论式（９）中各不等式

的依据和意义．

注意犆１２ ＝犆１１－２犆６６，因此第一个不等式中

２犆６６＜犆１１等价于犆１２＞０．这里解释犆１２和犆１３大于

零的依据和意义：假设ＴＩ介质在外力作用下沿主

对称轴（狓３ 轴）发生单轴应变，即除沿狓３ 轴的正应

变犲３ 外，其余应变分量都为０，由胡克定律可知，沿

狓１ 轴的正应力σ１ ＝犆１３犲３，由此可见，犆１３ 表示的物

理意义是介质在沿狓１ 轴的正应力作用下抵抗沿狓３

轴方向发生正应变的能力（或者在沿狓３ 轴的正应力

作用下抵抗沿狓１ 轴方向发生正应变的能力；犆１２ 的

物理意义与此类似）．如果犆１３小于０，那就意味着在

沿狓１ 轴的拉伸（压缩）作用下，介质在狓３ 轴方向将

发生膨胀（收缩），此时的泊松比为负数．负泊松比理

论上是可以存在的，各向同性介质泊松比的理论值

就在－１～０．５之间
［２１］，而且具有负泊松比的人造材

料也已成功合成［２２］，在各向异性介质的非对称轴方

向出现负泊松比的现象也很普遍［２３］．但是，对自然

形成的介质（尤其是岩石），在对称轴方向出现负泊

松比的情况很难出现．我们查找了大量有关金属、单

晶矿物、岩石和聚合物弹性常数的文献和数据手

册［１～５，７，２４～２６］，在六方对称系中几乎没有犆１２ 或犆１３

为负数的介质，少数几个例外情况也极有可能是测

量或反演误差引起的，例如Ｇｏｌｄ
［２７］在室温下测量金

属铍的弹性常数为犆１１＝３０８ＧＰａ，犆１２＝－５８ＧＰａ，犆１３

＝８．７ＧＰａ，犆３３＝３５７ＧＰａ，犆５５＝１１０ＧＰ，其中犆１２

为负数，但数值上远小于 犆１１ 和 犆３３ ．后来的研

究［２８～３０］表明，室温下铍的犆１２应该在１４．８～２６．８ＧＰａ

之间，文献［２７］中出现负的犆１２ 是因为计算弹性常

数所用的近似公式是基于弱各向异性假设，不适用

于铍这类强各向异性介质．因此，我们认为假设ＴＩ

介质的犆１２ 和犆１３ 大于零是安全的、合理的．

由式（８）中 犆１１犆３３ ＞ 犆
２
１３ 可知 犆１１ ＋犆３３ ＝

（犆１１－犆３３）
２
＋４犆１１犆槡 ３３＞２犆１３，式（９）将这两个不

等式强化为犆１３小于犆１１和犆３３．在关于ＴＩ介质弹性

常数的论文和数据手册中没有出现犆１３ 大于犆１１ 或

犆３３ 的测量结果．地学ＴＩ介质犆１２ 或犆１３ 接近式（９）

中上、下限的情况并不少见，页岩［５］常常出现犆１２ 或

犆１３ 很低的情况（远小于犆１１ 和犆３３），未固结的沉积

层［２０］常常表现出很高的犆１３ （接近犆１１ 或犆３３）和很

低的犆５５（远低于犆１１和犆３３）．犆１３与犆５５和犆６６之间不

存在必然的大小关系．

式（９）中的最后一个不等式主要是为了限制对

称轴方向的Ｓ波速度，使其大于零且低于Ｐ波速

度，式中的系数３／４使得Ｓ波速度不至于过于接近

Ｐ波速度，该系数等价于假设沿对称轴方向的Ｐ／ＳＶ

波速度比大于１．１５（实测的Ｐ／ＳＶ波速度比通常在

１．４以上）．我们检查了一些文献和数据手册
［１～５，７，２４～２６］

中ＴＩ介质各弹性常数的相对大小，发现犆１１ 与犆３３

之间、犆５５ 与犆６６ 之间不存在必然的大小关系，但都

满足该不等式．对各向同性介质，不等式（９）恒成立．

２２８２
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４　对各向异性参数的约束

用弹性常数表示的解析公式通常形式复杂，不

利于简化，且物理意义不够直观，因此，在实际应用

中通常采用１９８６年Ｔｈｏｍｓｅｎ定义的ＴＩ介质各向

异性参数［３］．Ｔｈｏｍｓｅｎ参数是弹性常数的简单代数

组合，但将各向异性的效应从各向同性背景中剥离

出来，便于简化公式，且能更直观地体现各向异性的

特征．Ｔｈｏｍｓｅｎ参数的提出很大程度上推动了各向

异性在理论研究和实际应用方面的发展．Ｔｈｏｍｓｅｎ

参数的定义为［３］

α０ ＝
犆３３

槡ρ
，

β０ ＝
犆５５

槡ρ
，

ε＝
犆１１－犆３３
２犆３３

，

δ＝
（犆１３＋犆５５）

２
－（犆３３－犆５５）

２

２犆３３（犆３３－犆５５）
，

γ＝
犆６６－犆５５
２犆５５

烅

烄

烆
．

（１０）

ε约等于平行和垂直于对称轴方向的Ｐ波速度的相

对差别，其大小反映Ｐ波各向异性的强弱；δ控制Ｐ

波在小角度的各向异性，与ＮＭＯ速度直接相关，与

岩性关系密切，是最重要的Ｔｈｏｍｓｅｎ参数；γ约等

于平行和垂直于对称轴方向的ＳＨ波速度的相对差

别，其大小反映ＳＨ波各向异性的强弱
［３，１２］．参数δ

还有一种线性的定义方式δＬ＝（犆１３＋２犆５５－犆３３）／犆３３，

两者之间的关系为

δ＝
（δＬ＋犳）

２

２犳
－
犳
２
＝δＬ＋

δ
２

Ｌ

２犳
， （１１）

式中：

犳＝１－β
２
０

α
２
０

． （１２）

由式（１１）可以看出，δ≥δＬ，但两者必定同号，且差

别为二阶小量，通常可以忽略．

利用公式（１０）～（１２），将关于ＴＩ介质弹性常

数的限制条件转化为关于各向异性参数的限制条

件，得：

１

４
＜犳＜１，

ε＞－
犳
２
，

－
１

２
＜γ＜

１＋２ε
４（１－犳）

－
１

２
，

１－２犳＜δＬ ＜２（１－犳），

１

２犳
－１＜δ＜２

１

犳
－（ ）１ ． （１３）

具体过程参见本文附录．从上式可以看出：ε、δ、γ的

取值区间主要受到Ｐ波和Ｓ波的参考速度比α０／β０

的约束，其中γ的取值上限还受ε的限制；波速比

α０／β０ 以及各向异性参数δ和γ 的取值都有上、下

限，而ε的取值没有上限．我们对２８１组实测各向异

性参数［３，５］进行了检验，都满足上述约束条件（见图

１）．从图１ａ可以看出，实测犳值都在０．４以上，明显

高于不等式（１３）给出的下限１／４，再次说明式（９）中

系数３／４是安全的；实测犳＋２ε值都在０．５以上，明

显高于不等式（１３）给出的下限０，说明岩石和矿物

的各向异性参数ε较少出现大的负值．我们找到的

犳＋２ε值最低的是霞石
［４］，其犳＝０．７，ε＝－０．１８，

犳＋２ε＝０．３３．目前岩石物理超声测量已经发现了

许多正ε极大的情况，例如页岩
［３，５～７］的ε可达０．５

以上，风化石膏和云母晶体矿物［３］的ε在１．１２～

１．２２之间，干燥Ａｎｇｅｒｓ板岩的ε更是超过１．５．我们

找到的最极端的例子是石墨［４］，其ε高达１４．０２．从

图１ｂ可以看出，γ的特点与ε比较类似，实测γ值

都在－０．１以上，明显高于不等式（１３）给出的下限

－１／２，说明γ较少出现大的负值．与ε不同的是，γ

的取值存在理论上限，并存在与不等式（１３）给出的

上限非常接近的情况（即图１ｂ中横坐标接近０的情

况）．从图１（ｃ～ｄ）可以看出，实测δ和δＬ 的值都在

限定范围内（图中虚线），而且存在非常接近上下限

的情况，说明不等式（１３）给出的范围不仅合理，而且

恰到好处．

需要注意，不等式（１３）与不等式（２）和（９）并不

完全等价，而是以简洁性为主要原则来选择上、下限

的结果．实际上，ε和γ与δ和δＬ之间也存在一定的

约束关系．例如，严格的δＬ 上限可表示为２［１－犳＋

ｍｉｎ（０，ε）］，但因为负ε较少且远小于１－犳，所以这

种约束力不强．从图２（ａ，ｂ）中也可以看出ε与δ（δＬ）

之间没有明显的相关性，同样，从图２ｄ中可以看出

γ与δ之间没有明显的相关性．但是，从图２ｃ可以看

出，ε与γ之间存在明显的正相关．

从图１，２还能看出，ε、δ和γ都可正可负，但ε

和γ正值较多，负值较少，而δ正负值出现的频率相

当．负δ对应较小的犆１３（犆１３＜犆３３－２犆５５），正的δ对

应较大的犆１３（犆１３ ＞犆３３－２犆５５）．对大多数情况，ε

在－０．０５～０．４５之间，δ在－０．２～０．３之间，γ在

－０．０５～０．２之间．但是需要注意，不同岩石和矿物

３２８２
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图１　各向异性参数约束条件检验

（ａ）ε和犳分布；（ｂ）γ分布；（ｃ）δＬ分布；（ｄ）δ分布．

Ｆｉｇ．１　Ｍａｐｓｏｆｌａｂｏｒａｔｏｒｉａｌｅｓｔｉｍａｔｅｄａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｏｆｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（１３）ｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ

（ａ）Ｆｏｒεａｎｄ犳；（ｂ）Ｆｏｒγ；（ｃ）ＦｏｒδＬ；（ｄ）Ｆｏｒδ．

的各向异性参数差异较大，同种岩石和矿物在不同

温压状态下各向异性参数也会发生变化，以上数值

范围只是针对有限的几种岩石的统计结果，不一定

具有普适性．其他作者也提出过一些各向异性参数

的数字参考范围．例如，Ｂａｃｋｕｓ
［８］认为，常见的Ｐ／Ｓ

波速比范围在１．５２～２．２２之间；Ｂｅｒｇｅ
［２０］认为固结

的沉积岩波速比范围在１．５～２之间，未固结的沉积

岩波速比更大；Ｔｓｖａｎｋｉｎ
［１２］提出，在实际勘探中感

兴趣的波速比范围在１．５～２．５之间，ε在－０．０５～

０．４５之间，δ在－０．２～０．３之间；Ｆｏｗｌｅｒ
［３１］推荐的波

速比范围在槡２～４之间，ε在０～０．２之间，δ在０．

０５～０．１之间．需要强调，不论是岩石物理超声实验

还是野外地震勘探，都已经发现许多在这些数值范

围之外的测量结果，因此，在使用这些数值范围时，

一定要事先确定这些范围是否适用于研究对象．

５　特殊情况

椭圆各向异性介质是一种特殊的 ＴＩ介质，在

各向异性研究的发展史中起过重要作用［３２，３３］；周期

性薄互层引起的长波长等效各向异性是实际生产中

很常见、很重要的一种ＴＩ各向异性．因此，在本节

中我 们 专 门 讨 论 了 这 两 种 特 殊 各 向 异 性 的

Ｔｈｏｍｓｅｎ参数取值范围．此外，ＴＩ介质中有一些特

别的、可观测到的物理现象，出现这些现象需要各向

异性参数满足特殊的约束条件，我们对这些约束条

件也作了总结．

５．１　椭圆各向异性

椭圆各向异性介质是ＴＩ介质中极其特殊的一

种，椭圆各向异性介质中Ｐ波的波前为旋转椭球

４２８２
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图２　实测各向异性参数分布图

（ａ）εδＬ分布；（ｂ）εδ分布；（ｃ）εγ分布；（ｄ）γδ分布．

Ｆｉｇ．２　Ｍａｐｓｏｆｌａｂｏｒａｔｏｒｉａｌｅｓｔｉｍａｔｅｄａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

面，ＳＶ波的波前为球面（即ＳＶ波为各向同性）．椭

圆各向异性的解析公式远比一般ＴＩ的解析公式要

简单．在２０世纪９０年代之前，椭圆各向异性假设曾

经被大量采用．如今，椭圆各向异性在实际资料反演

中仍可以作为初步建立各向异性介质模型的工具．

此外，在天然地震学中，常常只用一个参考速度和一

个各向异性强度百分比来描述介质的各向异性，这

种假设实际上等价于椭圆各向异性假设．出现椭圆

各向异性的充要条件［３，３２，３３］是ε＝δ，利用该等式将

式（９）中关于ε和δ的不等式合并，得

１

２犳
－１＜ε＜２

１

犳
－（ ）１ ． （１４）

５．２　周期性薄互层等效各向异性

周期性薄互层是一种常见的地学介质，在长波

长条件下会表现出与均匀ＴＩ介质相同的性质，被

称为等效ＴＩ各向异性
［８～１１］．对各向同性薄互层诱

发的ＴＩ各向异性，理论研究
［８～１１］已经证明，０＜

犆５５
犆３３
＜
３

４
，犆５５≤犆６６，（犆１３＋犆５５）

２
≤（犆１１－犆５５）（犆３３

－犆５５），而且除非所有薄层的Ｐ波速度都相同，否则

犆３３ ≤犆１１ 也成立
［１１］，由此可得以下附加约束条件：

ε≥ｍａｘ（０，δ）；γ≥０． （１５）

５．３　中间角度的径向方向

各向异性介质中的径向方向［３４］（ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ）就是Ｐ波相速度为极值的方向，在这些

方向Ｐ波相速度对相角的导数为零，相速度与群速

度相等，Ｐ波的相传播方向、群传播方向与偏振方向

重合，并都与Ｓ波的偏振方向垂直，这些现象非常类

似于各向同性介质中波的传播特征，不同之处在于

ＳＶ波和ＳＨ波依然分裂．基于以上特征，径向方向

在实验室和野外观测中都有可能被观测到，并可以

用来确定介质的对称系［３４］．式（４）给出了ＴＩ介质中

径向方向的解析公式，其中相角为０°和９０°的方向

必然是径向方向，而中间角度的径向方向是否出现

取决于各向异性参数之间的关系．如果中间角度出

现径向方向，那么式（４）中狊
２

θ
必须介于０和１之间．

利用式（４）和（１０），可知中间角度出现径向方向的充

要条件为

５２８２
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ε
δＬ
＜
１

２
． （１６）

更详细的中间角度出现径向方向的各类情况如图３

所示．如果观测到径向方向，可以依据图３给出的约

束条件来判断各向异性参数之间的相互关系，甚至

可以利用式（４）和（５）直接反演弹性常数和各向异性

参数．

５．４　犛犞波前三叉现象

ＴＩ介质中ＳＨ波的波前为椭球面，Ｐ波的波前

为类椭球面，而ＳＶ波的波前较为复杂，除了常规的

类椭球面以外，还有可能出现自我交叉［１，２，１８，１９，３５，３６］．

ＳＶ波波前出现三叉现象的充要条件是ＳＶ波的慢

度面出现凹陷［２，１７～１９，３５］，在波前出现三叉现象的方

向，ＳＶ波走时出现多值性，能量发生会聚，这些现

象可以在实际资料中观测到［３７］，并且会使横波和转

换波的数据处理变得更加困难［３６］，但在另一方面，

波前三叉现象也能为各向异性参数反演提供约束信

息．研究表明
［３５］，在狓１ 轴方向出现三叉现象（基向

三叉；ｂａｓａｌｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ）的条件为 （犆１３ ＋犆５５）
２
－

犆３３（犆１１－犆５５）＞０；在狓３ 轴方向出现三叉现象（轴

向三叉；ａｘｉａｌｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ）的条件为 （犆１３＋犆５５）
２
－

犆１１（犆３３－犆５５）＞０；如果同时满足前两个条件，那么

在狓１ 轴和狓３ 轴都会出现三叉现象（双重三叉；

ｄｏｕｂｌｅｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ）；在倾斜方向出现三叉现象（倾向三

叉；ｏｂｌｉｑｕｅｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ）的条件为（犆１３＋犆５５）
２
－３犆５５

２
＋

犆５５（犆１１＋犆３３）－３犆１１犆３３＋２ （犆１１－犆５５）（犆３３－犆５５槡 ）×

犆１１犆３３－犆５５
２

犆１３＋犆５５
＞０．图４给出了这四种ＳＶ波波前

图３　不同形态的ＴＩ介质Ｐ波相速度曲线

出现此类曲线的条件按编号依次为：（１）ε＞０，δＬ＜０；（２）ε＞０，０

≤δＬ≤２ε；（３）ε≥０，δＬ＞２ε；（４）ε＜０，δＬ＞０；（５）ε＜０，２ε≤δＬ≤０；

（６）ε≤０，δＬ＜２ε．

Ｆｉｇ．３　ＰａｔｔｅｒｎｓｏｆＰｗａｖｅｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｉｎａＴＩｍｅｄｉｕｍ

三叉现象的示意图．利用式（１０）可将上述条件改写

成用各向异性参数表示的形式：

　　δ－
ε

犳
＞
１－犳
２
，基向三叉； （１７）

　　δ－ε＞
１－犳
２
，轴向三叉； （１８）

　　
ε－δ
１＋δ

＞
２（１－犳）

３
，倾向三叉． （１９）

其中式（１９）是简化后的近似公式．从式（１７）～（１９）

可以看出：当式（１７）和（１８）同时成立时，沿狓１ 轴和

狓３ 轴方向的波前三叉可以同时出现（即双重三叉），

但倾斜方向的波前三叉只能单独出现；椭圆各向异

性介质ε＝δ，不会出现波前三叉现象；当介质偏离

椭圆各向异性时（即ε与δ的差别增大），波前三叉

现象开始出现；基向和轴向三叉在ε变小、δ变大

（犆１３ 变大）时变得明显，倾向三叉在ε变大、δ变小

（犆１３变小）时变得明显；结合式（１５）可知各向同性薄

互层等效ＴＩ介质中可能出现倾向三叉，但不会出

现基向和轴向三叉，实际上对其他地学 ＴＩ介质也

比较容易符合倾向三叉出现的条件，而难以满足出

现基向和轴向三叉的条件，尤其是难以只满足其中

之一，正因为如此，在野外观测中三叉现象通常只在

长炮检距时出现［１９］．此外，Ｖａｖｒｙｃｕｋ
［１８］指出，波前

三叉现象不会在各向异性强度低于 ８．８６％ ～

９．７２％的弱ＴＩ介质中出现，但也不能保证在强ＴＩ

介质中一定出现．

图４　四种ＳＶ波波前三叉现象

（ａ）基向三叉；（ｂ）轴向三叉；（ｃ）双重三叉；（ｄ）倾向三叉．

Ｆｉｇ．４　ＩｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｓｏｆＳＶｗａｖｅｆｒｏｎｔｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ

（ａ）Ｂａｓａｌｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ；（ｂ）Ａｘｉａｌｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ；（ｃ）Ｄｏｕｂｌｅ

ｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ；（ｄ）Ｏｂｌｉｑｕｅｔｒｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ．

６２８２
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６　向斜方介质的扩展

斜方（也称正交各向异性）介质属于正交对称

系，有９个独立的弹性常数，其弹性常数矩阵的形

式为

犆犐犑 ＝

犆１１ 犆１２ 犆１３

犆１２ 犆１１ 犆２３

犆１３ 犆２３ 犆３３

犆４４

犆５５

犆

烄

烆

烌

烎６６

．

（２０）

斜方介质弹性常数矩阵的非零项与ＴＩ介质相同，

但各分量之间不存在等式关系．在地学问题中，常见

的斜方介质是在 ＶＴＩ背景中嵌入定向排列的直立

裂隙形成的等效斜方介质［３８］，文献［７］中的气煤就

是一种典型的例子．尽管文献［７］中作者将气煤近似

作为ＴＩ介质来看待，但从文中的描述来看，由于节

理的存在煤岩本身就具有强ＴＩ介质的性质，再加

上气煤中垂直于煤层面的裂隙非常发育，因此将气

煤视为斜方介质更为恰当．从文献［７］表２中给出的

不同方向体波速度的差异也能看出气煤具有正交各

向异性．除了由结构引起的等效正交各向异性外，很

多矿物本身也具有内在正交各向异性［１，２，４，２５，２６］．目

前关于斜方介质中地震波传播的理论和数值研

究［１２，３８～４２］已经有了一定的发展，但实验室岩样超声

测量［４３］的结果还比较少，斜方介质在实际生产中的

应用也很罕见．到目前为止，我们还没有发现关于斜

方介质各向异性参数取值范围的研究结果发表．在

本节中，我们试图将上文中对ＴＩ介质弹性常数和

各向异性参数的讨论推广到斜方介质．

６．１　物理约束

与上文中关于 ＴＩ介质的讨论类似，物质稳定

性条件同样要求斜方介质的弹性常数矩阵为正定矩

阵，式（１４）的所有顺序主子式都必须大于零，由此

可得：

犆犓犓 ＞０（犓 ＝１，２，…，６），

犆犐犐犆犑犑 ＞犆
２
犐犑（犐，犑＝１，２，３；犐≠犑），

犆１１犆２２犆３３－犆１１犆
２
２３－犆２２犆

２
１３

　－犆３３犆
２
１２＋２犆１２犆１３犆２３ ＞０

烅

烄

烆 ．

（２１）

（２１）式不对重复下标求和．

６．２　经验约束

考虑到物质稳定性条件和弹性常数的物理意

义，一般来说，上文中关于ＴＩ介质弹性常数的讨论

对低对称系的斜方介质也成立．我们将式（９）推广到

斜方介质，提出以下经验性约束条件：

０＜犆４４ ＜
３

４
ｍｉｎ（犆２２，犆３３），

０＜犆５５ ＜
３

４
ｍｉｎ（犆１１，犆３３），

０＜犆６６ ＜
３

４
ｍｉｎ（犆１１，犆２２），

０＜犆１２ ＜ｍｉｎ（犆１１，犆２２），

０＜犆１３ ＜ｍｉｎ（犆１１，犆３３），

０＜犆２３ ＜ｍｉｎ（犆２２，犆３３）

烅

烄

烆 ．

（２２）

　　根据Ｖｏｉｇｔ规则（下角标１１→１，２２→２，３３→３，

２３→４，１３→５，１２→６），上式可以简写成

　　　　

０＜犆犻犻犼犼 ＜ｍｉｎ（犆犻犻犻犻，犆犼犼犼犼），

０＜犆犻犼犻犼 ＜
３

４
ｍｉｎ（犆犻犻犻犻，犆犼犼犼犼）

　（犻，犼＝１，２，３；犻≠犼）

烅

烄

烆 ．

（２３）

在将式（９）推广到斜方介质的过程中，需要注意

保持弹性常数下标的轮换对称性，如果不考虑这种

对称性，可能会错误地得到如下结果

　　

０＜ｍｉｎ（犆１２，犆１３，犆２３）≤ｍａｘ（犆１２，犆１３，犆２３）

　 ＜ｍｉｎ（犆１１，犆２２，犆３３），

０＜ｍｉｎ（犆４４，犆５５，犆６６）≤ｍａｘ（犆４４，犆５５，犆６６）

　 ＜
３

４
ｍｉｎ（犆１１，犆２２，犆３３）

烅

烄

烆
．

（２４）

这里保持弹性常数下标的轮换对称性实质上相

当于在每个独立的对称面内考察弹性常数之间的关

系．众所周知，斜方介质对称面内的弹性波性质与

ＴＩ介质非常类似
［２］，而对实际介质而言，不同对称

面内的弹性常数不一定存在制约关系，因此式（２４）

并不一定成立．在实际介质中也确实有一些不符合

式（２４）的例子，例如橡木
［２］的弹性常数为：犆１１＝

０．３０５ＧＰａ，犆１２ ＝０．１０３ＧＰａ，犆１３ ＝０．１５０ＧＰａ，

犆２２＝０．１３８ＧＰａ，犆２３＝０．１０３ＧＰａ，犆３３＝０．６８２ＧＰａ，

犆４４＝０．７８ＧＰａ，犆５５＝０．１３２ＧＰａ，犆６６＝０．４０ＧＰａ，

其中犆１３小于同一对称面内的犆１１ 和犆３３，但是大于

与之垂直对称面内的犆２２，因此不满足式（２４）．

我们检查了现有的文献和工具书中［１，２，４，２５，２６］斜

方介质的弹性常数，绝大多数都符合式（２２）、（２３），

只有极个别单晶矿物例外，例如甲酸锶［２４］晶体的弹

性常数为：犆１１＝４３．９ＧＰａ，犆１２＝１０．４ＧＰａ，犆１３＝

－１４．９ＧＰａ，犆２２ ＝３４．８ＧＰａ，犆２３ ＝ －１．４ＧＰａ，

７２８２
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犆３３＝３７．４ＧＰａ，犆４４＝１５．４ＧＰａ，犆５５＝１０．７ＧＰａ，

犆６６＝１７．２ＧＰａ，其中犆１３ 和犆２３ 为负数；四方晶系

（可视为正交对称系的特殊情况）中的磷酸二氢铵晶

体［２５］的弹性常数为：犆１１ ＝６７．４７ＧＰａ，犆１２ ＝

－１０．６６ＧＰａ，犆１３ ＝１６．５２ＧＰａ，犆３３ ＝３０．２２ＧＰａ，

犆５５ ＝６．８５ＧＰａ，犆６６ ＝６．３９ＧＰａ，其中犆１２ 为负数；

四方晶系中的二氧化碲晶体［１］的弹性常数为：

犆１１＝５５．７ＧＰａ，犆１２ ＝５１．２ＧＰａ，犆１３ ＝２１．８ＧＰａ，

犆３３ ＝１０５．８ＧＰａ，犆５５＝２６．５ＧＰａ，犆６６＝６５．９ＧＰａ，

其中犆６６ 大于犆１１ ．但是，这些例外的弹性常数数据

来自于物理学的文献而不是地学文献，测量弹性常

数的温度、压力环境有差异，而且也不能排除这些例

外情况是由于测量误差或反演过程中使用近似公式

引起的可能性．再者，地学介质多为复合物而非单

晶，地学问题中观测到的各向异性通常是由晶格优

势方向、形状优势方向等结构因素引起的地震波长

波长等效各向异性，而非晶体本身的各向异性．在复

合物中没有发现不符合式（２２）、（２３）的情况．

６．３　对各向异性参数的约束

Ｔｓｖａｎｋｉｎ
［３８］在１９９７年将Ｔｈｏｍｓｅｎ定义的ＴＩ

介质各向异性参数推广到斜方介质，提出以下各向

异性参数：

α０ ＝
犆３３

槡ρ
，

β０ ＝
犆５５

槡ρ
，

ε１ ＝
犆２２－犆３３
２犆３３

，

ε２ ＝
犆１１－犆３３
２犆３３

，

δ１ ＝
犆２３＋犆（ ）４４

２
－ 犆３３－犆（ ）４４

２

２犆３３ 犆３３－犆（ ）４４

，

δ２ ＝
犆１３＋犆（ ）５５

２
－ 犆３３－犆（ ）５５

２

２犆３３ 犆３３－犆（ ）５５

，

δ３ ＝
犆１２＋犆（ ）６６

２
－ 犆１１－犆（ ）６６

２

２犆１１ 犆１１－犆（ ）６６

，

γ１ ＝
犆６６－犆５５
２犆５５

，γ２ ＝
犆６６－犆４４
２犆４４

烅

烄

烆
．

（２５）

其中参数δ也有线性的定义方式：

δ１Ｌ ＝
犆２３＋２犆４４－犆３３

犆３３
，

δ２Ｌ ＝
犆１３＋２犆５５－犆３３

犆３３
，

δ３Ｌ ＝
犆１２＋２犆６６－犆１１

犆１１

烅

烄

烆
．

（２６）

两者之间存在的关系为：

δ１ ＝
（δ１Ｌ＋犳１）

２

２犳１
－
犳１
２
，

δ２ ＝
（δ２Ｌ＋犳２）

２

２犳２
－
犳２
２
，

δ３ ＝
（δ３Ｌ＋犳３）

２

２犳３
－
犳３
２

烅

烄

烆
．

（２７）

其中

犳１ ＝１－
犆４４
犆３３
，

犳２ ＝１－
犆５５
犆３３
，

犳３ ＝１－
犆６６
犆１１

烅

烄

烆
．

（２８）

将弹性常数约束条件转换成各向异性参数的约束条

件，得

１

４
＜犳１，犳２，犳３ ＜１，

ε１ ＞－
犳１
２
，ε２ ＞－

犳２
２
，

１－２犳１ ＜δ１Ｌ ＜２（１－犳１），

１

２犳１
－１＜δ１ ＜２

１

犳１
－（ ）１ ，

１－２犳２ ＜δ２Ｌ ＜２（１－犳２），

１

２犳２
－１＜δ２ ＜２

１

犳２
－（ ）１ ，

１－２犳３ ＜δ３Ｌ ＜２（１－犳３），

１

２犳３
－１＜δ３ ＜２

１

犳３
－（ ）１ ，

－
１

２
＜γ１ ＜

犳２＋２ｍｉｎ（ε１，ε２）

２（１－犳２）
，

－
１

２
＜γ２ ＜

犳１＋２ｍｉｎ（ε１，ε２）

２（１－犳１）

烅

烄

烆
．

（２９）

由式（２９）可见，在对称面内斜方介质弹性常数之间

的制约关系与ＴＩ介质类似，但是不同对称面内的

关系有差别（参数下标不同）．目前关于斜方介质的

实测数据较少，不足以如同上文中 ＴＩ介质一样利

用大量实测参数来检验上述不等式和研究各参数之

间的相关性．除此以外，还有一个问题就是目前的文

献中关于斜方介质各向异性参数的定义并不统一，

其中ε１、ε２、δ１、δ２ 这四个参数的定义比较一致，但是

δ３、γ１、γ２ 这几个参数的定义有差异，例如文献［４４，

４５］中的定义为

δ３Ｌ ＝
犆１２＋２犆６６－犆３３

犆３３
，

γ１ ＝
犆４４－犆５５
２犆５５

，

γ２ ＝
犆６６－犆４４
２犆４４

烅

烄

烆
．

８２８２
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７　结　论

本文根据介质稳定性条件、弹性常数物理意义

和各向异性波动理论，结合实测各向异性参数，提出

了一组简洁的 ＴＩ介质各向异性参数约束条件．举

例分析了现有研究中存在的一些由于忽视各向异性

参数约束条件而导致的不合理研究结果，强调了在

研究和实践中重视各向异性约束条件的必要性．此

外，还专门给出了椭圆各向异性介质和薄互层等效

ＴＩ介质的附加约束条件，以及出现某些特殊偏振方

向或三叉现象所对应的参数条件．此外，本文还给出

了斜方介质的物质稳定性条件，并将ＴＩ介质弹性

常数和各向异性参数的约束条件推广到斜方介质．

本文提出的约束条件的最大特点是简单易用，且范

围恰当，可为理论研究和数值模拟中各向异性参数

的取值提供依据，为实验室测量和野外观测数据的

各向异性参数反演提供约束．

附　录

本附录给出由弹性常数的约束关系式（９）推导

各向异性参数的约束关系式（１３）的过程．如文中所

述，式（１３）与式（９）并不完全等价，而是考虑了简洁

性的结果，因此式（１３）的范围实际上略大于式（９）．

由各向异性参数的定义式（１０）可得如下等式：

犆１１ ＝犆３３（１＋２ε），

犆１３ ＝犆３３（２犳－１＋δＬ），

犆５５ ＝犆３３（１－犳），

犆６６ ＝犆５５（１＋２γ）

烅

烄

烆 ．

下面的推导主要是利用了这几个等式，将这些等式

代入关于弹性常数的不等式后化简，即得关于各向

异性参数的不等式．

由０＜犆５５ ＜
３

４
犆３３ ，得

１

４
＜犳＜１．

由犆１１ ＞犆５５ ，得ε＞－
犳
２
．

由犆１３＞０，得δＬ＞１－２犳；由犆１３＜犆１１，得δＬ＜

２（１－犳＋ε）；由犆１３＜犆３３，得δＬ＜２（１－犳）．如文

中所述，ε和δＬ之间无明显相关性，因此我们取１－

２犳＜δＬ＜２（１－犳）．再由式（１１）给出的δ与δＬ之间

的关系，得 １
２犳
－１＜δ＜２

１

犳
－（ ）１ ．

由犆６６ ＞０，得γ＞－
１

２
；由犆１１ ＞２犆６６，得γ＜

１＋２ε
４１－（ ）犳

－
１

２
．因此γ的取值范围为－

１

２
＜γ＜

１＋２ε
４（１－犳）

－
１

２
．

将斜方介质弹性常数约束转换成各向异性参数

约束的过程与此类似，主要是利用以下等式进行替

换，具体过程这里不再赘述．

犆１１ ＝犆３３（１＋２ε２），

犆２２ ＝犆３３（１＋２ε１），

犆１２ ＝犆１１（２犳３－１＋δ３Ｌ），

犆１３ ＝犆３３（２犳２－１＋δ２Ｌ），

犆２３ ＝犆３３（２犳１－１＋δ１Ｌ），

犆４４ ＝犆３３（１－犳１），

犆５５ ＝犆３３（１－犳２），

犆６６ ＝犆５５（１＋２γ１）＝犆４４（１＋２γ２）

烅

烄

烆 ．
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